6.1.1 Zavedeni komplexnich €isel

Predpoklady: 2506

Vzpominka z davnychasi: nékteré kvadratické rovnice nemgiSeni v mnoziarealnych
¢isel (neexistuje realn#@slo, pro které rovnice vyjde).

Napriklad: x* +1=0.

Pro nejde vyesit?

Neexistuje realnéislo, které by po umoeni na druhou bylo zaporné, tedy ani rovno —1.
22 =4, (—1)2 =1, 0° = 0. Asi se s tim neda nickt.

Ale to neni matematickyifstup.Kdyz ¢islo nemame, prost si ho vymyslime.

Predpokladame, Ze existujéislo (ozna&ime hoi), pro které plati: i* =-1.

Zkusime dosadit do rovnice’ +1= 0 now vymyslen&islo x =i :
x*+1=i’+1=-1+1=C.  VySlo to, mamee3eni.

To je sice hezké, ale co si popiedstavit?

To je trochu problém. Neni moc moznosti. Jedinéngbemerict, Zei je ¢islo, které samo o
sok® moc neznamenaema predobraz v realit® a nezavadime ho proto, abychom
dokazali zachytit néco existujiciho okolo nasCisloi jsme si vymysleli, abychom mohli

iesit rovnici x* +1=0 a jeho zakladni vlastnosti je rovnosi® = -1. Dal3i vyznamgéislai
nemame, rovnosti’ = -1 nadm musi stait.

Pedagogicka poznamkaStudenticasto maji pocit, Ze b§isloi mélo néco znamenat (,Ukaz
mi ho.”). Nemé cenu diskus€ilis prodluZzovat. LepSi je na rovirkict, Ze

neznamena nic konkrétniho a jediné, o co se mopiratpje rovnosi® = -1.

Pf. 1. Existuje je& dalSiteSeni rovnicex’ +1= 0, krome feSenix =i ? Pokud ano, a¥
odhad dosazenim do rovnice.

- Za predpokladu, Ze seisla pditat stejit jako s redlnyngislem, plati ix=—i.
L= (=) 1= (-7() 1= - 3+ E

Zavadt novécislo kvili jediné rovnici by bylo trochu zbytaé. Zkusime, zda by pomadci
Slo vyfesit i jiné rovnice.

P¥. 2:  Vyuzij ¢isloi pro nalezeni ki@ni rovnice x> +4 = 0. Provel’ zkou3ku.

' Hledamegislo, pro které platix® = —4.

- Napad:x =2i (2 zajisti po umoaini 4,i zajisti minus).
 Zkouska:x? +4=(2)’ + 4= 2i%+ 4= 4- )+ & |
 Ziejmé také x = -2



Zkouéka:x2+4:(—z)2+4=(—2)2i2+ 4= 4-)+ & (

%=

= Dokazeme viesit vdechny rovnice typw’ +a=0, kdea>0.
= Zkusime &co ©z3iho, feba rovnicix* —2x+10= 0.

PF. 3:  Vyfes rovnicix’ —2x+10= 0.

. PouZijeme stary dobry vzorec:

~bxb? -dac _—(-2)+(-2) - 400I0_ 24— 20_ 2:J- 36

2a 21 2 2

. = zéaporny diskriminant> rovnice nema RieSeni= zkusimeresit pouzitingislai.
' Rovnici x* —2x+10= 0 zkusime pevést na rovnicy’ +a =0 (to uz umime).

X -2x+10=x0— 2+ 1 9= (x— 4 &

Substituce: y=x-1 = (x—l)2 +9=y*+9=0
- Ziejme plati: y, =3, y, =-3.
- Navrat k givodni prongnné:

te Yy =x%-1=3=>x=1+3
e Y, =X%,-1=-3=x,=1-3

Pedagogicka poznamkaNa napad se substituditgina studerit samozejmé negijde, je
treba jim pondrné brzo poradit.

Pedagogicka poznamkaNasledujici piklady jsou spiSe nez k obhajovani komplexriicie!

uréeny k tomu, aby s nimi studenticzdi pcSitat i presto, Ze korektni zavedeni
operaci s komplexningisli prijde aZz @isti hodinu.

Pf. 4. Owei dosazenim, Ze vyray+ 3 al-3 jsouiedenim rovnicex’ - 2x+10= 0.

% =1+3

x*-2x+10=(1+3)(¥ B)- £ ¥ B+ 16 ¢ i3 i3 Y- 2i6 K
=1+9(-1)-2+10= 0

%, =1-3

-2x+10=(1-3)(+ 8)- 4+ B+ 16( 213 i3 Y- @6 XK
- =1+9(-1)-2+10= 0

Pr. 5:  Vyfes rovnicix® +4x+ 5= 0 podobnym zpsobem jako fedchozi piklad. Prove’
zkousku.

- x* +4x+5= 0, zkusime fevést na rovniciy’ +a =0 (to uz umime).
X +Ax+5= X2+ 2+ - 2+ 5= (x+ P+ E

Substituce: y=x+2 = (x+2)2+1= y*+1=0



- Ziejme plati: y, =i, y, =—
' Navrat k fivodni prongnné:

e Y =X 2= X = 2+
i- Y, =X, +2=—1 = X, = -2
EZkouska
CX =2+

X2 +4x+5=(=2+i)(-2+i)+ {-2ri)+ 5=( 4 p- p+i?)- 8 ¥ 5
=4+(-1)-8+5=0

X =2+

X +4x+5= (=2-i) (- 2-1)+ 4-2-i)+ 5=( 4 b+ B+(<i)')- & i+ 5
 =4+(-1)-8+5=0

PF. 6: (BONUS) Vyes pomoci fedchazejiciho postupu rovni@k® — 6x + 5= C.

9x* - 6x+ 5= 0, zkusime pevést na rovniciy’* +a =0 (to uz umime).
X —6x+5=(X) - X0 1+ &( 8- X+ 4

Substituce: y=3x-1 = (3x—1)2 +4=y*+4=(

Ziejne plati: y, =2i, y, =—

- Navrat k givodni prongnné:

! 1, 2.
i' y1:3)(1—1:23X1:§+§I

: 1 2.
Lo =3x,-1=-A=x,==——I
T 3 3

Pr. 7. Owf dosazenim, Ze vyraz?l’(+§i a%——gi mazZeme povazovat z@Seni rovnice
9x* - 6x+ 5= Q.

1, 2
==+
3 3

9% - 6x+ 5= S{}+—2ij(l+—2j 6{—1+—2|j+ 5= { l+—1—2|+—1—|2+—f]2j— 2+ 5
| 3 3/)L3 3 3 3 9 33 33 9

=144-4-2-4+5 0

| Ox2 - Bx+ 5= é{i —zlj(l 2] e(_l _2|j 5= {_1 _1_2 _1_2+_f]2j_ X W+ 5
E 3 3)\3 3 3 3 9 33 33 9

=1-4i-4-2+ 4+ 5= 0

= Zda se, ze s pomodislai (i* = -1) vyreSime vSechny dosudiesitelné kvadratické
rovnice.



NasSe vysledky=i, £2i, 1+ 3, —2+i ,%i%i nazvemeomplexni ¢isla.

Komplexnim ¢islem nazyvame vyraz ve tvarua +bi, kde a, b jsou realna
¢isla ai je €islo, pro néz plati i* = -1.

V komplexnim ¢isle a+bi se nazyva:
¢isloarealna ¢ast
¢islob imaginarni ¢ast
¢isloi imaginarni jednotka.
Mnozinu komplexnich ¢isel zna&ime C (C), komplexni ¢islo wtSinou z.

Zapis komplexnihgislaz ve tvarua+bi nazyvamealgebraicky tvar komplexniho ¢isla.

Shrnuti:  Kdyz si vymyslimesisloi takové, Ze plati® = -1, dokazeme Miesit dosud
nereSitelné kvadratické rovnice.



